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آموزشى

یك قضيه 
         و عكس آن

محمد هاشمی رستمی

به مثال زیر توجه کنید:
 C > B :باشد، ثابت کنید  AB > AC اگر ABC قضیه: در مثلث

است. در این قضیه داریم: 
 AB > AC :فرض

 C > B :حکم
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A

     شکل      1

اگــر جاي فرض و حکم این قضیه را عوض کنیم، قضیة زیر را 
خواهیم داشت.

 AB >AC :باشد، ثابت کنید ˆ ˆC B> قضیه: در مثلث ABC، اگر 
است. در این قضیه داریم:  

               ˆ ˆC B> فرض: 
   AB>AC :حکم

این دو قضیه عکس یکدیگرند و هر دو نیز درســت اند. این دو 
قضیه را ثابت کنید.

 نکته.   حال اگر فرض و یا حکم قضیه اي یا هردوي آن ها 
چند قســمت داشته باشند، قضیه چند قضیة عکس خواهد 

داشت. به مثال زیر توجه کنید:

متساوي الســاقین  مثلث  در  قضیه: 
ABC، ارتفاع رأس A را رسم مي کنیم 
)شکل2(. ثابت کنید که این ارتفاع نیم ساز 
زاویــة رأس A و همچنین میانة وارد بر 
قاعدة BC اســت. در ایــن قضیه داریم:

AB= AC و AH BC⊥ فرض: 
ˆ ˆBAH CAH= حکم: HB=HC و 

یك قضيه 
         و عكسآن

(۲)

همان طوري که مي دانید، با عوض کردن جاي فرض و حکم یك قضیه، عکس آن قضیه به دست مي آید. چون در قضایاي مربوط به 
مکان هندسي یك مطلب و عکس آن را باید ثابت کنیم، اشاره اي به این مطلب مي کنیم.

اشاره

 کلیدواژه ها   مثلث، نیم ساز، زاویه قائمه، مکان هندسي                                                                                                      

     شکل      2
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به‌طوري كه ديده مي‌شــود، اين قضيــة 2 فرض و 2 حكم دارد. 
با عوض كردن جاي هر قســمت از فــرض و حكم كي عكس قضیه 

به‌دست مي‌آيد. مثلًا اگر داشته باشيم:
AH BC⊥ و  HB HC= فرض:   

AC=AB و ˆ ˆBAH CAH= حكم:  
اين قضيه درست است و صورت آن را چنين بيان ميك‌نيم:

اگر در مثلث ABC ارتفاع رأس A ميانه نظير ضلع BC نيز باشد، 
اولاً آن مثلث متساوي‌الســاقين است و ثانياً ارتفاع AH نیم‌ساز زاوية 

BAC نيز هست.

 توجه.   بقية حالت‌ها را خودتان بنويسيد و اثبات كنيد.

مثالي ديگر از كي قضيه و عكس آن كه با آن آشــنا هســتيد، 
مربوط به ويژگي نيم‌ســاز كي زاويه است. مي‌دانيم كه هر نقطه روي 

نيم‌ساز كي زاويه از دو ضلع آن زاويه به آن فاصله است.
يعني اگر OC نيم‌ســاز زاوية 
AOB و M نقطــه‌اي دلخــواه از 

فاصله‌هــاي   MK و   MH و  آن 
نقطــة ‌M  از دو ضلــع اين زاويه 
 MH=MK :باشــند، آن‌گاه داريم
)شكل 3(. به صورت ديگر داريم:

ز  نيـم‌ســـا (  : ض فر 
        M∈OC  )A O B يــة  و ا ز

MH=MK :حكم
اثبات: دو  مثلث قائم‌الزاويه MOH و  MOK   به دليل تساوي  

) ˆ ˆ ˆ ˆMOK MOH OM OM, H K= = = = 

9 وتر و كي زاوية حاده. )
بنابراين:  MH=MK يعني نقطة M  واقع بر نيم‌ساز زاوية AOB از 

دو ضلع اين زاويه به كي فاصله است.

قضيه:  هر نقطه كه از دو ضلع 
كي زاويه به كي فاصله باشد، روي 
نيم‌ســاز آن زاويه قرار دارد. يعني 
اگــر MH و MK فاصله‌هــا نقطة 
M از دو ضلع زاوية AOB باشــد 
و داشته باشيم: MH=MK ، آن‌گاه

ˆ ˆMOH MOK=  M روي نيم‌ســاز ايــن زاويه قــرار دارد؛ يعني: 

به بيان ديگر، در اين قضيه داريم:
b bMH OA, MK OB, MH MK→ → = فرض: 

يا M روي نيمساز زاوية AOB  است. ˆ ˆMOH MOK= حكم:  

 MOK و MOH اثبات: دو مثلث قائم‌الزاوية
 OK=OH( به دليل تســاوي وتــر و كي ضلع ،) ˆ ˆK H= = 9 

 (
 OM يعني .. ˆ ˆMOH MOK= و OM=OM( هم‌نهشت‌اند. بنابراين 
نيم‌ســاز زاوية AOB است. يا به عبارت ديگر، نقطة M كه از دو ضلع 

زاويه به كي فاصله است، روي نيم‌ساز اين زاويه قرار دارد.
بنابراين مي‌توان گفت:

قضيه: نيم‌ساز هر زاويه مكان هندسي نقطه‌اي از صفحة آن زاويه 
است كه از دو ضلع آن زاويه به كي فاصله است.

واضح است كه براي اثبات اين قضيه بايد دو قضية بالا را كه كيي 
عكس ديگري است، ثابت كنيم كه اثبات آن‌ها را ديديد.

 نكتة مهم.   اكنون اين سؤال پيش مي‌آيد كه آيا عكس هر 
قضيه‌اي درست است؟ شما چه فكر ميك‌نيد؟

پاســخ منفي است. يعني عكس هر قضيه‌اي ممكن است درست 
نباشد. به مثال زير توجه كنيد:

قضيه: هر دو زاوية قائمه با هم مساوي‌اند؛ يعني: 
فرض: دو زاوية قائمه‌اند

حكم: دو زاوية مساوي‌اند
روشن اســت كه اين قضيه درست اســت. اما عكس اين قضيه 

چنين است كه: هر دو زاوية مساوي، قائمه‌اند؛ يعني: 
فرض: دو زاويه مساوي‌اند

حكم: دو زاويه قائمه‌اند
روشن اســت كه اين قضيه درست نيست. زيرا دو زاوية مساوي، 

الزاماً قائم نيستند. مواردي ديگر را هم مي‌توان بيان كرد.
اكنون كه با تعريف مكان هندســي و ويژگي‌هايي از آن آشــنا 
شــديد، به معرفي چند مكان هندسي پركاربرد مي‌پردازيم و سپس 
چگونگي حدس زدن شــكل كي مكان هندســي را بيان ميك‌نيم و 
بعد به كاربردهايي از مكان هندسي در بخش‌هاي متفاوت هندسه، از 

جمله رسم شكل‌هاي هندسي مي‌پردازيم.

يك مكان هندسي ديگر
قضيه:  مكان هندسي نقطه‌اي از كي صفحه كه از خط راست D واقع 
باشد، دو خط راست D1 و D2 است.



در آن صفحه، به فاصله‌ها ثابت

     شکل      3

     شکل      4

     شکل      5
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اثبات به روش هندسي ........................................................

خط راســت D را در صفحة P در نظر مي گیریم و دو خط راست 
 را از آن رســم مي کنیم. 



D1 و D2 را در دو طــرف آن و به فاصلة 

براي این کار از نقطة H واقع بر خط D، خط راستي عمود بر این خط 
اخــراج و روي آن در دو طــرف نقطة H، پاره خط هاي HM و 'HM را 
 D1 خط هاي M' و M جدا مي کنیم. ســپس از نقطه هاي 



به طول 
و D2 را به موازات خط D مي کشــیم. این دو خط مکان هندسي مورد 
  نظر، یعني مکان هندســي نقطه اي هستند که از خط D به فاصلة 

واقع است. زیرا:
  D2 یا  D1 کــه روي یکي از دو خط N الف( هر نقطه مانند
واقع است. چرا که اگر 



قرار داشته باشــد، از خط D به فاصلة 
 MHH'N بنامیم چهارضلعي H' را  D بر خط N پاي عمود از نقطة
که اضلاعش دو به دو موازي اند، متوازي الاضلاع اســت که چون 
. NH'=MH=



زاویه هایش قائمه اند، مستطیل است. پس داریم: 
ب( هر نقطه اي مانند E  از صفحة P که از خط D به فاصلة 
 قرار داشــته باشــد، بر یکي از دو خط D1 یا D2   واقع اســت. 



 MH EH"= =  ، MH EH"
زیــرا با توجه به اینکه داریم: 

، چهارضلعي"MHHE مســتطیل اســت و در  ˆ ˆH H '= = 9 

 و 
. پــس نقطة E روي  ME D ME یا  HH" نتیجــه داریم: 
خــط D1 قرار دارد ) از نقطة M تنها یک خط راســت به موازات 

خط راست D مي توان رسم کرد(.

اثبات به روش تحلیلي .......................................................
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D  را در دستگاه مختصات  : ax + by + c =  خط D به معادلة 
و)y  x( یک نقطه از مکان هندسي مورد  قائم xoy در نظر بگیریم. اگر 

نظر باشد، داریم:

ax by c
MH d

a b

ax by c a b

D : ax by c a b ,

D : ax by c a b
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به طوري که دیده مي شــود، دو خط D1 و D2  خط هاي راســتي 
هستند که با خط D مواز ي اند، زیرا: 

D D D
aM M M
b

= = = −
1 2

به عکس مشــخص اســت هر نقطه اي که مختصاتش در معادلة 
D  به  : ax + by + c = صدق  کند، از خط  D2 و  D1 یکي از دو خط

 قرار دارد. بنابراین:


فاصله 
مکان هندسي نقطه اي که از خط راست ثابت D به فاصلة معین 
 واقع است. دو خط راست موازي این خط است که در طرفین آن 



واقع اند.

 D در یک صفحه داده شــده اند روي خط D و D مثال1.  دو خط 
باشد.



نقطه اي بیابید که از خط D به فاصلة معلوم
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 حل.   دو خط D1 و D2 مکان هندســي نقطه اي را که از خط D به 
 قرار دارد، رسم مي کنیم. نقطة برخورد این دو خط با  فاصلة معلوم 

خط D جواب مسئله است.      شکل      7

     شکل      8

     شکل      6
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